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Lógica de Predicados de Primer Orden - Clase nº 2 


EL LENGUAJE DE LA LÓGICA DE PREDICADOS DE PRIMER ORDEN

GAMUT 3.3 - 3.4

La clase anterior trabajamos informalmente con el lenguaje de la lógica de predicados de primer orden L. Ahora vamos a presentar una definición formal y precisa de lo que entenderemos por fórmula de L:

I. Vocabulario de L: ( a1, a2, a3,…, A1, A2, A3,…, (, (, (, (, (, (, (, (, ), x1, x 2, x 3,…(
                L de individuo L de predicado    Ctes lógicas      Símbolos auxiliares

II. Definición de fórmula de L:
(i) Si A es una letra de predicado n-aria del vocabulario de L y cada uno de los términos t1,…, tn es o bien una letra o bien una variable de individuo del vocabulario de L, entonces At1,…, tn es una fórmula de L.

Ejemplos: A1x1, A1a2, A1x 2, A2x1x 2x 3, A2x1a7x 3, A2x 3a1a2, etc..

Contraejemplos: A1A2, A1x8x4, A2x1, A2x1x8t, etc..

¿Cuántas fórmulas nos permite construir la cláusula (i)? ¡Infinitas! Si tiene ganas, piense porqué.
(ii) Si ( es una fórmula de L entonces (( es una fórmula de L.

Ejemplos: (A1x2, ((A1x2, (((A1x2,…, ( A2x1a7x3,…, etc..

Contraejemplos: ((A1x2), (((A1x2), etc..

(iii) Si ( y ( son fórmulas de L entonces (( ( (), (( ( (), (( ( () y (( ( () son fórmulas de L.

Ejemplos: (A1x1 ( (A1x2), ((A1x1 ( (A1x2) ( ((A1x2), etc..

Contraejemplos: A1x1 ( (A1x2, (A1a2, (A1A2 ( A1x8x4 ( A2x1),etc..

(iv) Si ( es una fórmula de L y x es una variable de individuo entonces (x( y (x( son fórmulas de L.

	ejemplos buenos
	ejemplos malos pero bueh
	contraejemplos

	(A1x2 ( (x3A2a1a7x3
(x2((A1a1 ( (A1x2) ( ((A1x1)

(x3(x7(x1(x2(A2a5x1x3 ( ((A4x7 ( (A1x2))
	(x2(A1x1 ( (A1x6)
(x3A1a2
	(x3(A2a1a7x3)

(a2(A1x1 ( (A1x6)

(x2(A1x2


(v) Sólo las expresiones que puedan generarse a partir de las cláusulas (i)-(iv) en un número finito de pasos son fórmulas de L.

El hecho de que sólo tengamos permitido llamar fórmulas de L a aquellas que se construyen en un número finito de pasos tiene como consecuencia que sólo se admitan expresiones con un número finito de caracteres (elementos del vocabulario) como fórmulas de L. Por ejemplo, la expresión …((((((A1x2 (infinitas negaciones) no es una fórmula de L, pero sí lo son todas las fórmulas que antepongan a A1x2 un número finito de negaciones.

Fórmula atómica: llamaremos “fórmulas atómicas” a aquellas que se construyen utilizando únicamente la cláusula (i) de la definición de fórmula de L.

Hasta aquí, dejando de lado las fórmulas atómicas, hemos consignado ejemplos de fórmulas que cada cláusula puede generar utilizando las que le proporcionan las cláusulas anteriores. Pero esto no ha de ser necesariamente de este modo; podemos obtener fórmulas legítimas aplicando correctamente las cláusulas (i)-(iv) en un orden diferente, como ésta: 

((A1x2 ( (x3A2a1a7x3): primero aplicamos la cláusula (i), que nos proporcionó las fórmulas atómicas A1x2 y A2a1a7x3; luego, aplicamos (iv) y obtuvimos (x3A2a1a7x3; en tercer lugar, utilizando la cláusula (iii) construimos la fórmula (A1x2 ( (x3A2a1a7x3); y por último, mediante (ii) llegamos a ((A1x2 ( (x3A2a1a7x3).

Notación: recordemos que, del mismo modo en que empleábamos p, q, r,… en lugar de p1, p2, p3,…, acá vamos a usar a, b, c,… en lugar de a1, a2, a3,…, A, B, C,… en lugar de A1, A2, A3,…, y x, y, z,… en lugar de x1, x2, x3,….

Árboles Constructivos

¿Cómo saber si una expresión es una fórmula de L? Un método sencillo para averiguarlo es intentar confeccionar su árbol constructivo: si ( es una fórmula de L entonces seremos capaces de indicar, desde el último al primer paso, qué cláusulas fueron aplicadas en su construcción, confeccionando de este modo su árbol constructivo. Si, por el contrario, ( no resulta ser una fórmula de L entonces aquello no será posible y cuando lo advirtamos podremos concluir con certeza que ( no es fórmula de L. Ejemplos:

	((x(y((z((wAzw ( Ayz) ( Axy)

	(ii)

	(x(y((z((wAzw ( Ayz) ( Axy)

	(iv)

	(y((z((wAzw ( Ayz) ( Axy)

	(iv)

	((z((wAzw ( Ayz) ( Axy)

	(iii)

	(z((wAzw ( Ayz)
	Axy

	(iv)
	

	((wAzw ( Ayz)
	

	(iii)
	

	(wAzw
	Ayz
	

	(iv)
	
	

	Azw
	
	

	(i): A es letra de predicado binaria, x, y, z, w son variables de individuo:


Luego, ((x(y((z((wAzw ( Ayz) ( Axy) es fórmula de L.
	((x(Ax) ( (y(b(Ax ( (Aw))

	(iii)

	(x(Ax)
	(y(b(Ax ( (Aw)

	(Ax)
	(b(Ax ( (Aw)

	Ninguna cláusula lleva a (Ax)
	Ninguna cláusula lleva a (b(Ax ( (Aw) 

(b no es una variable de individuo).


Luego, ((x(Ax) ( (y(b(Ax ( (Aw)) no es una fórmula de L.

Subfórmula: decimos que una fórmula ( de L es una subfórmula de una fórmula ( de L si y sólo si ( es una fórmula del árbol constructivo de (
Notemos que para que algo sea una subfórmula primero debe ser una fórmula de L.

Variables libres y ligadas

Alcance de un cuantificador:

· Si (x( es una subfórmula de (, entonces ( es el alcance de esta aparición del cuantificador (x en (.

· Si (x( es una subfórmula de (, entonces ( es el alcance de esta aparición del cuantificador (x en (.
Ejemplo: (x(y((z((xAzw ( Ayz) ( Axy)

	
	Aparición del cuantificador
	Alcance

	1
	(x(y(z((wAzw ( Ayz) ( (x(yAxy
	(y(z((wAzw ( Ayz)

	2
	(x(y(z((wAzw ( Ayz) ( (x(yAxy
	(z((wAzw ( Ayz) 

	3
	(x(y(z((wAzw ( Ayz) ( (x(yAxy
	((wAzw ( Ayz) 

	4
	(x(y(z((wAzw ( Ayz) ( (x(yAxy
	Azw 

	5
	(x(y(z((wAzw ( Ayz) ( (x(yAxy
	(yAxy

	6
	(x(y(z((wAzw ( Ayz) ( (x(yAxy
	Axy


¿Por qué hablamos de subfórmulas en la definición del alcance de un cuantificador? Si dijéramos “Si (x( es una fórmula, entonces ( es el alcance de esta aparición del cuantificador (x.” sólo podríamos dar cuenta del alcance de los cuantificadores que son la conectiva principal de una fórmula, y no del alcance de aquellos cuantificadores que se encuentran “dentro”, como es el caso de todos los que hemos señalado en nuestro ejemplo. 

¿Por qué hablamos de apariciones de los cuantificadores y no de los cuantificadores simpliciter? Notemos que los cuantificadores que destacamos en 1 y 5 son en un sentido el mismo, pero en otro, al diferir en su posición éstos también difieren. Diremos pues que son distintas apariciones del mismo cuantificador; en tanto tales cada una tiene un alcance diferente. Si no distinguiéramos apariciones no sabríamos si el alcance de (x es (y(z((wAzw ( Ayz) o (yAxy en la fórmula que utilizamos de ejemplo.

Variables libres: decimos que una aparición de un variable x en una fórmula ( está libre en ( si y sólo si esa aparición de x no cae dentro del alcance de un cuantificador (x o (x que aparezca en (.

La razón por la cual hablamos de apariciones de las variables de individuo es semejante a la que hemos dado para hablar de apariciones de los cuantificadores. Es importante notar que para que una aparición de una variable de individuo, x por ejemplo, esté libre, no debe caer bajo el alcance de un cuantificador que contenga a esa misma variable x: ni (x ni (x, pero en tal caso bien podría caer bajo el alcance de un cuantificador (y o (w y estaría libre.
Variables ligadas: Si (x( (o (x() es una subfórmula de ( y x está libre en (, entonces decimos que esta aparición de x está ligada por el cuantificador (x (o (x).

Las razones para hablar de subfórmulas son análogas a las que hemos dado para la definición del alcance de una aparición de un cuantificador. Notemos que la definición de variable ligada no sólo nos dice cuándo una variable está ligada sino que también nos indica qué cuantificador la está ligando. Ejemplo:

	
	Apariciones de variables de individuo
	¿libres o ligadas (por qué cuantificador)? 

	1
	(x((Ax ( ((xBxy ( (Ay)) ( (yBxy)
	ligada, bajo el alcance de (x

	2
	(x((Ax ( ((xBxy ( (Ay)) ( (yBxy)
	ligada, bajo el alcance de (x

	3
	(x((Ax ( ((xBxy ( (Ay)) ( (yBxy)
	libre

	4
	(x((Ax ( ((xBxy ( (Ay)) ( (yBxy)
	libre

	5
	(x((Ax ( ((xBxy ( (Ay)) ( (yBxy)
	ligada, bajo el alcance de (x

	6
	(x((Ax ( ((xBxy ( (Ay)) ( (yBxy)
	ligada, bajo el alcance de (y


Notemos que no señalamos a las variables que se escriben junto a los símbolos “(” y “(” como variables de individuo ya que junto a éstos forman una caja que sirve para indicar el lugar sobre el cual estamos cuantificando; estas “variables” no son susceptibles de estar libres o ligadas.

Resulta esencial entonces pedir, en la definición de variables ligadas, que la variable esté libre en (, pues, de lo contrario, no podríamos decidir si es el cuantificador más cercano (bajo el alcance del cual se encuentra) el que la liga u otro (también bajo el alcance del cual se encuentra la variable). Por ejemplo: en el caso de la variable 2, una aparición de x, está libre en Bxy y, por lo tanto, (x la liga en (xBxy; mientras que la variable 2 no está libre en ((Ax ( ((xBxy ( (Ay)) ( (yBxy) y, por lo tanto, aunque se encuentre bajo el alcance del cuantificador (x, no es ése el que la liga: la variable 2 está ligada pero no por (x sino por (x.

Notemos también que la variable 3, una aparición de y, se encuentra bajo el alcance de los cuantificadores (x y (x pero sin embargo está libre pues no está bajo el alcance ni de (y ni de (y.

Oraciones: decimos que una fórmula de L es una oración si y sólo si carece de variables libres.

Recordemos que lo que llamamos oraciones son aquellos conjuntos de símbolos que expresan una proposición, las cuales son susceptibles de verdad y falsedad. Una fórmula con variables libres no es capaz de ser verdadera o falsa porque, al menos en lo que toca a la aparición de aquellas variables, no sabemos de qué se está hablando. 

EJERCICIO 3 (página 82, edición vieja)

(iv) (x((yAxy ( Bx)

a. Conectiva principal: (x, es una fórmula existencial.

b. Alcance de los cuantificadores:

	
	Aparición del cuantificador
	Alcance

	1
	(x((yAxy ( Bx)
	((yAxy ( Bx)

	2
	(x((yAxy ( Bx)
	Axy


c. Variables libres y ligadas

	
	Aparición de la variable
	¿libres o ligadas (por qué cuantificador)?

	1
	(x((yAxy ( Bx)
	ligada, por (x

	2
	(x((yAxy ( Bx)
	ligada, por (y

	3
	(x((yAxy ( Bx)
	ligada, por (x


d. Oración: sí, no tiene variables libres.

Funciones proposicionales: decimos que una fórmula de L es una función proposicional si y sólo si tiene variables libres.

Notemos que las funciones proposicionales son las fórmulas de L que no son oraciones, es decir, aunque tengan variables libres las consideramos fórmulas correctas, bien formadas, de L (vea la definición de fórmula de L dada más arriba).

¿Qué es una función? Es un objeto que recibe determinadas cosas y arroja otras. Una vez que hemos establecido qué cosas recibe, para cada una de ellas debe arrojar sí o sí algo y éste algo debe ser único, es decir, cuando recibe una cosa no puede arrojar dos ni tres, etc. sino sólo una.
 Recordemos la función valuación: toma fórmulas del lenguaje de la lógica proposicional y para cada una de ellas devuelve un y sólo un valor de verdad, 0 o 1.

¿Cómo aplicamos esto a las fórmulas de L con variables libres? Pensemos a partir del siguiente ejemplo:

Px

donde Px: x es un perro. Luego, diremos que Px es una función que toma individuos, objetos, y arroja oraciones de L, al reemplazar la variable libre por el nombre de aquellos individuos. Por ejemplo, sea s el nombre de Sócrates, i.e. s: Sócrates, un individuo. Luego Ps es una oración de L. Como Px devuelve oraciones cuando recibe un individuo, decimos que es una función unaria. (yAxy también es una función unaria. Piense porqué. Pensemos en cambio en la siguiente:

Rxy
donde Rxy: x es mayor que y. Luego, a Rxy no le bastan individuos para devolver oraciones sino pares de individuos (que no tienen porqué ser diferentes, piense que podrían ser números), debe tomarlos de a dos. Por ejemplo, si a: Aristóteles, Rsa es una oración de L. Si tomara sólo a Sócrates resultaría Rsy, lo cual no es una oración ya que sigue teniendo una variable libre. Decimos pues que Rxy es una función binaria. Notemos que (Px ( Py) también es una función binaria. Piense por qué. Y así sucesivamente.

Algunas cuestiones de notación

Utilizaremos la notación [c/x]( para referirnos a la fórmula que resulta de reemplazar todas las apariciones libres de una variable de individuo cualquiera x en ( por una letra cualquiera de individuo c.

Cuando decimos “cualquiera” queremos decir que no necesariamente es la variable x la que puede ser reemplazada sino también y, z, etc.. Lo mismo con las letras de individuo.

Ejemplos:

· [a/x] (yAxy = (yAay

· [b/z] ((zAxz ( Azz) = ((zAxz ( Abb)

(Por favor haga el ejercicio 5)













� Aquellas fórmulas en cuya construcción la última cláusula empleada es (iv) se denominan “fórmulas universales” y “fórmulas existenciales” según el caso.


� Ésta es una definición extremadamente intuitiva e informal de función. Para una definición más precisa espere a la clase de semántica o búsquela en Gamut.
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Comisión Lazzer-Picollo (lunes y miércoles - 15 a 17 hs)


